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Y(x) = y(x) + n(x) (falsch)

N 2

Y2

Y17

T T
X1 X2

Abbildung 6.3: Der Weg y = y(x) zwischen den Punkten 1 und 2 ist der ,richtige” Weg, fiir den das Integral S
aus Gleichung (6.4) minimal wird. Jeder andere Weg Y (x) ist ,falsch” in dem Sinne, dass er zu einem gréBeren
Wert von S fiihrt.

verlaufen muss, erfiillt Y(x) die Gleichungen Y (x;) = y(x;) und Y(x,) = y(x); also
gilt
n(x1) = 1(xz) = 0. (6.7)

Es gibt unendlich viele Mdglichkeiten, die Abweichung n(x) zu wihlen; eine magli-
che Wahl wire beispielsweise n = (x—x;)(x,—x) oder n(x) = sin[y(x — x;)/(x; — Xx1)].
Das Integral S iiber den falschen Weg Y (x) muss groBer sein, als wenn man es iiber
den richtigen Weg y(x) berechnet, ganz gleich, wie sehr sich Y(x) dem richtigen Weg
anndhert. Um diese Bedingung auszudriicken, fiihre ich einen Parameter o ein und

definiere Y (x) neu als
Y(0) = y(x) + an(x). (6.8)

Das Integral S iiber den Weg Y(x) hdngt nun von dem Parameter o ab; ich nenne
es daher S(«). Den richtigen Weg y(x) erhélt man aus (6.8), indem man o = 0 setzt.
Daher folgt aus der Bedingung, dass S fiir den richtigen Weg y(x) minimal wird,
dass S(x) fiir = 0 minimal ist. Mit diesem Ergebnis haben wir unser Problem auf
die traditionelle Aufgabe aus der elementaren Analysis zuriickgefiihrt, bei der eine
gewdhnliche Funktion [ndmlich S(¢)] ein Minimum an einem genau angegebenen
Punkt (¢ = 0) hat. Um das sicherzustellen, miissen wir nur iiberpriifen, ob dS/d« fiir
o = 0 null wird.

Wenn wir unser Integral S(¢) ausfiihrlich aufschreiben, sieht es folgendermalen
aus:

S() = /f(Y, Y’ x)dx

X2
= /f(Y+0ﬂl,y/ + an’,x)dx. (6.9)

Beim Ableiten von (6.9) nach « ist zu beachten, dass ¢ in der Funktion f auftaucht;
wir miissen also df/da berechnen. Da « in zwei Argumenten von f erscheint, erhalten



6.2 Die Euler-Lagrange-Gleichung

wir zwei Terme, ndmlich (nach der Kettenregel)

of y+ony +an'.x) _ o 0f
? =Ty Ty
o y y

Fiir dS/dw« ergibt sich damit (der Ausdruck soll ja null sein)

Xy Xy
s _ idX:/(nafH/ f)dX:o. (6.10)
do da ay’

X1 X1

Diese Bedingung muss fiir jedes n(x) erfiillt sein, das (6.7) gentigt, also fiir jede Wahl
eines ,falschen® Wegs Y(x) = y(x) + an(x).

Um die Bedingung (6.10) auszuniitzen, miissen wir den zweiten Term auf der rech-
ten Seite mithilfe einer partiellen Integration’ umformen (beachten Sie, dass ' nur
eine andere Schreibweise ist fiir dn/dx):

N T [ d (D
[roihax=[nnil ] - [aeog (55) dx

X1

Wegen der Bedingung (6.7) ist der erste Term auf der rechten Seite (der ,,Beitrag der
Endpunkte“) null. Damit ist?

X

/n(x)—dx— / (x ) ( ) . (6.11)

X1

Setzen wir diese Gleichung in (6.10) ein, so erhalten wir

i of dofy,
/U(X) (g—&a—y/) dx=0. (6.12)

X1

Diese Bedingung muss fiir jede Wahl der Funktion 7(x) erfiillt sein. Daher muss, wie
ich gleich begriinden werde, der zweite Faktor im Integranden null sein:

%— d(i{ 885]: 0 (Euler-Lagrange-Gleichung) (6.13)

fiir alle x (in dem betrachteten Intervall x; < x < x,). Das ist die sogenannte Euler-
Lagrange-Gleichung (benannt nach dem Schweizer Mathematiker Leonhard Euler,

1 Wenn Sie daran gewohnt sind, die partielle Integration in der Form [vdu = [uv] — [udv

zu schreiben, dann sollten Sie sich klar machen, dass es noch eine weitere Schreibweise fiir
denselben Sachverhalt gibt: [ u’vdx = [uv] — [ uv’ dx. In Worten: In dem Integral [ u’vdx
kénnen Sie den Strich vom u zum v verschieben, wenn Sie gleichzeitig das Vorzeichen
dndern und den Beitrag der Integrationsgrenzen [uv] hinzuaddieren.
Dies ist die einfache Form, in der die partielle Integration in der Physik oft vorkommt: Wenn
der Beitrag der Endpunkte [uv] null ist (und das ist hdufig der Fall), dann kénnen Sie durch
die partielle Integration die Ableitung von u nach v verschieben, wenn Sie dabei das Vorzei-
chen dndern, d.h. [ v'vdx = — [ uv/ dx.

[\
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1707-1783, und dem aus Italien stammenden franzgsischen Physiker und Mathe-
matiker Joseph Louis Lagrange, 1736—1813). Mithilfe dieser Gleichung ldsst sich der
Weg finden, fiir den das Integral S stationér ist. Bevor ich das anhand von Beispielen
illustriere, muss ich noch den Schritt von (6.12) nach (6.13) begriinden, der ja alles
andere als offensichtlich ist.

Gleichung (6.12) hat die Form | n(x)g(x) dx = 0. Ich will nicht behaupten, dass
allein aus dieser Bedingung schon g(x) = 0 fiir alle x folgt; allerdings gilt (6.12) fiir
eine beliebige Wahl der Funktion 7(x), und wenn [ 5(x)g(x) dx = 0 fiir eine belie-
bige Funktion #n(x) gilt, dann kénnen wir wirklich folgern, dass g(x) = 0 fiir alle x
gilt. Um das zu beweisen, miissen wir annehmen, dass alle betrachteten Funktionen
stetig sind, aber davon gehen wir als Physiker ja sowieso immer aus.® Um die Behaup-
tung zu beweisen, nehmen wir das Gegenteil an, dass also g(x) in einem bestimmten
Intervall zwischen x; und x, nicht null ist. Dann wihlen wir eine Funktion n(x) mit
demselben Vorzeichen wie g(x) (d. h. n ist positiv, wo g positiv ist, und 7 ist negativ,
wo g negativ ist). Dann ist der Integrand stetig, erfiillt die Bedingung n(x)g(x) > 0
und ist wenigstens in einem Intervall von null verschieden. Unter diesen Bedingun-
gen kann [ n(x)g(x) dx nicht null sein. Und aus diesem Widerspruch folgt, dass g(x)
wirklich null fir alle x ist.

Damit ist der Beweis der Euler-Lagrange-Gleichung vollstindig. Um sie anzuwen-
den, gehen Sie folgendermalen vor: (1) Formulieren Sie das Problem so, dass die
GroBe, deren stationdren Weg Sie suchen, sich als Integral in der Standardform

S = /fb/(x),y/(x),x] dx (6.14)

ausdriicken ldsst. Dabei ist f[y(x), y’(x), x] eine IThrem Problem angepasste Funktion.
(2) Schreiben Sie dann die Euler-Lagrange-Gleichung (6.13) mithilfe der Funktion
fly(x),y’(x), x] auf. (3) Losen Sie (falls moglich) die Differenzialgleichung (6.13) fiir
die Funktion y(x), die den benétigten stationdren Weg angibt. Im ndchsten Abschnitt
werde ich dieses Vorgehen anhand einiger Beispiele illustrieren.

6.3 Anwendungen der Euler-Lagrange-Gleichung

Wir beginnen mit dem Problem, das schon am Anfang dieses Kapitels stand, ndmlich
mit der Suche nach dem kiirzesten Weg zwischen zwei Punkten in einer Ebene.

CEHJEINAY Wie wir gesehen haben, ist die Wegldnge zwischen zwei Punkten 1 und
2 gegeben durch das Integral (6.2) gemal

X2

2
L=/ds=/\/1+y’2dx.
1

X1
Dieses Integral hat die Standardform (6.14), wobei die Funktion f gegeben ist durch

fry.x)=a+yHY2. (6.15)

3 Das Ergebnis ist natiirlich falsch, wenn man auch nichtstetige Funktionen zuldsst. Wenn
beispielsweise g(x) an nur einem einzigen Punkt von null verschieden wére, dann wére
J n(x)g(x) dx immer noch null.



6.3 Anwendungen der Euler-Lagrange-Gleichung

Um die Euler-Lagrange-Gleichung verwenden zu kénnen, miissen wir die beiden in
ihr auftretenden partiellen Ableitungen berechnen:

Yoo owa Lo ¥V (6.16)
dy Iy A+y /2
Wegen df/dy = 0 folgt aus (6.13) einfach
d of
axay °

Mit anderen Worten: df/dy’ ist eine Konstante C. Nach (6.16) folgt daraus
y/Z — C2(1 +y/2)

oder, nach einer kleinen Umordung, y’? = const. Daraus wiederum folgt, dass y’(x)
eine Konstante ist, die wir mit m bezeichnen kénnen. Integrieren wir die Gleichung
y'(x) = m, finden wir y(x) = mx + b, also eine Geradengleichung. Damit haben wir
bewiesen, dass die kiirzeste Verbindung zwischen zwei Punkten eine Gerade ist! MW

Eine Bemerkung zu den Variablen

Bislang haben wir Probleme mit zwei Variablen betrachtet, die wir mit x und y
bezeichnet haben. Dabei war immer x die unabhéngige und y die abhdngige Variable,
die tiber die Gleichung y = y(x) miteinander zusammenhingen. Leider sind wir — sei
es aus Bequemlichkeit, sei es durch Tradition — héufig gehalten, die Variablen anders
zu benennen. Beispielsweise ist bei einem einfachen eindimensionalen mechani-
schen Problem die unabhéngige Variable die Zeit t und die abhéngige Variable der Ort
x = x(t). Sie miissen sich also daran gewdhnen, die Euler-Lagrange-Gleichung auch
mit anderen Variablen zu verwenden als mit x und y, also beispielsweise mit ¢ und
x. Im nédchsten Beispiel sind die beiden Variablen zwar wieder x und y, allerdings
ist hier y die unabhéngige Variable, und die Rollen von x und y in den Gleichun-
gen (6.13) und (6.14) sind genau vertauscht.

Ein berithmtes Problem der Variationsrechnung ist das folgende: Gege-
ben sind zwei Punkte 1 und 2, von denen der Punkt 1 hoher iiber dem Boden liegt.
Welche Form muss eine reibungsfreie Achterbahn haben, wenn ein Wagen auf ihr
in der kiirzestmoglichen Zeit von Punkt 1 zu Punkt 2 rollen soll? Dieses Problem
wird das Brachistochronenproblem genannt (nach den griechischen Wortern brachi-
stos ,.kiirzest und chronos ,,Zeit“). Die Geometrie des Problems ist in Abbildung 6.4
skizziert; ich habe dort Punkt 1 in den Ursprung gelegt und messe y vertikal nach
unten.

|1 X

y 2

Abbildung 6.4: Beim Brachistochronenproblem ist die Form eines Achterbahngleises so zu bestimmen, dass ein
Wagen, der in Punkt 1 startet, darauf in der kiirzestmdglichen Zeit zu Punkt 2 gelangt.

Die Brachisto-
chrone
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Die Zeit fiir die Bewegung von Punkt 1 zu 2 ist

2
Zeit(1 — 2) = ds (6.17)
\%4

1

Dabei ergibt sich die Geschwindigkeit v fiir eine beliebige Hohe y iiber die Energie-
erhaltung geméB v = ,/2gy (Aufgabe 8). Man findet also v als eine Funktion von y. Es
ist demnach sinnvoll, y als die unabhéngige Variable anzusehen und die unbekannte
Verbindungsstrecke als x = x(y) zu schreiben. Daher ist die Entfernung ds zwischen
zwei benachbarten Punkten auf der Verbindungsstrecke in der Form

ds = /dx? +dy? = /X' (y)2 + 1dy (6.18)

zu schreiben; der Strich gibt hier die Ableitung nach y an, also x’(y) = dx/dy. Damit
ergibt sich nach (6.17) die gesuchte Zeit als

Zeit(1 — 2) = (6.19)

|

Gleichung (6.19) gibt das Integral an, dessen Minimum wir finden wollen. Es hat
die Standardform (6.14), nur dass die Rollen von x und y vertauscht sind, mit dem

Integranden
/<2
f(x,x,y) = X—H (6.20)
vy

Um den Weg zu finden, fiir den die Zeit minimal ist, miissen wir die Euler-Lagrange-
Gleichung (wiederum mit vertauschtem x und y) auf diese Funktion anwenden:

af d of

— = . 6.21

ox dy ox’/ ( )
Die Funktion in (6.20) ist unabhéngig von x, ihre Ableitung nach x ist also null,
und (6.21) sagt uns einfach, dass df/dx’ eine Konstante ist. Wir berechnen diese
Ableitung (dabei quadrieren wir der besseren Handhabung wegen) und folgern:

X/Z

1
—_— = t.=—. 6.22
A Ex9 cons 2a ( )

Hier habe ich (um der spéteren Bequemlichkeit willen) die Konstante als 1/2a
geschrieben. Diese Gleichung lésst sich leicht nach x” aufl6sen und ergibt

o [T
2a—y’

woraus folgt

_ y
X = / 2a_ydy. (6.23)

Dieses Integral ldsst sich durch die hochst eigenwillig anmutende Substitution

y = a(l —cosb) (6.24)



6.3 Anwendungen der Euler-Lagrange-Gleichung

l6sen, und daraus ergibt sich (Sie sollten das nachrechnen!)

X = a/(l—cos@)d@
= a(f — sin 0) + const. (6.25)

Die zwei Gleichungen (6.25) und (6.24) sind parametrische Gleichungen fiir den
gewiinschten Weg, in denen x und y jeweils als Funktionen des Parameters 6 ange-
geben sind. Wir haben den Anfangspunkt 1 so gewihlt, dass x = y = 0 ist, und daher
liest man aus (6.24) ab, dass der Anfangswert von 6 null ist. Daraus wiederum folgert
man, dass die Integrationskonstante in (6.25) null ist. Damit ist die parametrische
Gleichung fiir den Weg letztlich

x = a(f —sin0) und y=a(l—cosb). (6.26)

Man muss die Konstante a so wihlen, dass die Kurve durch den vorgegebenen
Punkt 2 mit (x,, y,) verlduft.

Abbildung 6.5: Die Bahn eines Achterbahnwagens, fiir die sich die kiirzeste Zeit fiir den Weg zwischen den
vorgegebenen Punkten 1 und 2 ergibt, ist Teil der Zykloide mit einem Scheitelpunkt in 1, die durch 2 verlauft. Die
Zykloide wird von einem Punkt auf dem Rand eines Rades vom Radius a beschrieben, das mit seiner Unterseite
auf der x-Achse abrollt. Der Punkt 3 ist der tiefste Punkt der Kurve.

Die Kurve (6.26) ist in Abbildung 6.5 dargestellt. Dort habe ich die Kurve tiber den
Punkt 2 hinaus (punktiert) fortgesetzt, um zu zeigen, dass es sich bei der Losungs-
kurve fiir das Brachistochronenproblem um eine Zykloide handelt, eine Kurve, die
von einem Punkt auf dem Rand eines sich drehenden Rades vom Radius a beschrie-
ben wird, das auf der Unterseite der x-Achse abrollt (Aufgabe 14). Die Kurve hat
noch eine weitere bemerkenswerte Eigenschaft: Wenn wir den Wagen in Punkt 2 aus
dem Stand starten und bis zum Tiefpunkt der Kurve rollen lassen (Punkt 3 in der
Abbildung), dann ist die Zeit fiir die Bewegung von 2 nach 3 immer dieselbe, egal
wo wir den Punkt 2 (irgendwo zwischen 1 und 3) ansetzen. Wenn also ein Wagen
auf einer zykloidenformigen Bahn hin- und herrollt, dann sind diese Schwingun-
gen genau isochron (d. h., die Periodendauer hédngt nicht von der Amplitude ab; die
Bezeichung kommt von den griechischen Begriffen iso ,.gleich“ und chronos ,,Zeit"),
im Gegensatz zu den Schwingungen eines Fadenpendels, die nur dann ndherungs-
weise isochron sind, wenn die Amplitude gering ist (Aufgabe 25). Der Isochronismus
der Zykloide wurde erstmals von Christiaan Huygens (1629-1695) beim Entwurf von
mechanischen Uhren ausgeniitzt; die erste Uhr nach seinen Pldnen mit einer Genau-
igkeit von etwa 10 Sekunden pro Tag wurde 1657 gebaut. [ |
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Maximum, Minimum und Stationaritat

Sie werden vielleicht bemerkt haben, dass ich in keinem der Beispiele in diesem
Abschnitt iiberpriift habe, ob die gefundene Kurve tatsdchlich zum Minimalwert des
untersuchten Integrals fithrt — dass also beispielsweise die gerade Linie zwischen
zwei Punkten wirklich die Wegldnge minimal macht (und nicht maximal oder ein-
fach nur stationér). Die Euler-Lagrange-Gleichung garantiert nur, dass man durch sie
einen Weg findet, fiir den das Ausgangsintegral stationir ist. Zu entscheiden, ob
ein Minimum oder ein Maximum vorliegt (oder eine stationdre Kurve, fiir beides
nicht zutrifft), ist im Allgemeinen sehr schwierig. Es gibt nur einige wenige Félle, in
denen man das leicht erkennen kann. Beispielsweise ist es offensichtlich, dass eine
gerade Linie zwischen zwei Punkten den minimalen Abstand zwischen zwei Punk-
ten angibt. Im Fall der Brachistochrone ist es aber keineswegs offensichtlich, dass der
gefundene Weg die minimale Zeit garantiert, obwohl es tatsdchlich so ist.

Um die Vielfalt der Moglichkeiten zu erkennen, versuchen Sie einmal, den kiirzes-
ten Weg — die so genannte Geodéate — zwischen zwei Punkten 1 und 2 auf der kugel-
formigen Erdoberfliche zu finden. Wie Sie sicherlich wissen, ist das der GroBkreis
durch die beiden Punkte.* Mit der Variationsrechnung lésst sich relativ leicht bewei-
sen, dass ein GroBkreis tatsdchlich den Abstand zwischen den Punkten stationir
macht: In sphérischen Polarkoordinaten ldsst sich jeder Punkt auf der Erdoberflache
durch die beiden Winkel 6 und ¢ angeben. Wenn Sie den Weg als ¢ = ¢(#) schrei-
ben und das Integral bestimmen, das den Abstand entlang des Weges zwischen den
Punkten 1 und 2 berechnet, lasst sich zeigen, dass nach der Euler-Lagrange-Gleichung
fiir ¢(9) der Weg ein GroBkreis sein muss. (Details dazu werden in Aufgabe 16 ange-
geben.) Aber Sie miissen sorgfiltig iiberlegen, um zu entscheiden, ob sich wirklich
der minimale Abstand ergibt: Es gibt ndmlich zwei verschiedene GroBkreise, die die
Punkte 1 und 2 auf der Kugel verbinden. Der Einfachheit halber betrachten wir zwei
Stadte am Aquator, ndmlich Quito in Ecuador (an der Pazifikkiiste) und das brasilia-
nische Macapé (an der Miindung des Amazonas in den Atlantik). Der ,richtige” kiir-
zeste Weg ist natiirlich der Abschnitt des GroBkreises entlang des Aquators, der rund
4000 Kilometer quer durch Siidamerika verlduft. Aber es gibt eine zweite Losung,
die ebenfalls die Euler-Lagrange-Gleichung erfiillt: Man wendet sich von Quito aus
entlang des Aquators nach Westen, iiberquert den Pazifik, den afrikanischen Konti-
nent und den Atlantik und kommt etwa 36 000 km spéter in Macap4d an. Sie vermuten
vielleicht, dass dieser Weg die maximale Lange hat, aber er ist weder minimal noch
maximal lang: Man kann leicht nahegelegene Wege konstruieren, die kiirzer sind,
aber man findet auch leicht ldngere Wege. Mit anderen Worten: Der zweite Weg ent-
lang des GroBkreises ist weder ein Minimum noch ein Maximum. Damit ist dieser
zweite Weg vergleichbar mit einem Punkt mit horizontaler Tangente in der gewdhn-
lichen Analysis. In diesem Fall ist es natiirlich offensichtlich, dass der erste Weg
tatsdchlich die minimale Lange hat. Es sollte Thnen aber bewusst sein, dass es im all-
gemeinen Fall recht knifflig sein kann zu entscheiden, von welcher Art der stationére
Weg ist, der sich aus der Euler-Lagrange-Gleichung ergibt.

Zum Gliick ist diese Frage fiir unsere Zwecke irrelevant. Wir werden sehen, dass
es fiir die Anwendungen in der Mechanik nur darauf ankommt, einen Weg zu finden,
der ein bestimmtes Integral stationdr macht. Es spielt schlicht keine Rolle, ob sich
dabei ein Minimum, ein Maximum oder keines von beiden ergibt.

4 Ein GroBkreis ist der grofitmogliche Kreis auf einer Kugeloberfliche. Er ergibt sich, wenn
man die Kugel in einer Ebene durch den Kugelmittelpunkt schneidet.
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6.4 Mehr als zwei Variable

Bislang haben wir nur Probleme mit lediglich zwei Variablen betrachtet, ndmlich
mit einer unabhdngigen Variable (normalerweise x) und einer abhéngigen Variable
(normalerweise y). Bei den meisten Anwendungen in der Mechanik gibt es jedoch
mehrere abhéngige Variable, allerdings gliicklicherweise nur eine unabhéngige Varia-
ble, normalerweise die Zeit t. Zu einem einfachen Beispiel fiir ein Problem mit zwei
abhéngigen Variablen gelangen wir, wenn wir noch einmal den kiirzesten Weg zwi-
schen zwei Punkten betrachten. Als wir nach dem kiirzesten Weg zwischen den
Punkten 1 und 2 suchten, waren wir davon ausgegangen, dass sich der Weg in der
Form y = y(x) schreiben ldsst. Das erscheint zwar ganz verniinftig, aber es gibt ja
auch Wege, die sich nicht in dieser Form schreiben lassen, etwa die Spirale in Abbil-
dung 6.6. Wenn wir ganz sichergehen wollen, dass wir den kiirzesten unter allen
moglichen Wegen finden, miissen wir ein Verfahren anwenden, das auch solche Wege
einschlieBt. Dazu schreiben wir den Weg in parametrischer Form als

x=x(u) und y=y(u). (6.27)

Dabei ist u eine passend gewéhlte Variable, mit der sich die Kurve bequem parame-
trisieren ldsst (beispielsweise die Kurvenldnge entlang des Wegs). Die parametrische
Form (6.27) schlieft alle bislang betrachteten Wege ein. [Fiir y = y(x) verwenden Sie
einfach x als Parameter u.] Diese Form schlieBt aber auch Kurven der Art von Abbil-
dung 6.6 und tatsdchlich alle in Frage kommenden Kurven ein.’

Die Lange eines kleinen Abschnitts des Weges (6.27) ist

ds = /dx? +dy? = /x'(u)2 + y’(u)? du, (6.28)
y
x
1
~.,

Abbildung 6.6: Dieser Weg zwischen den beiden Punkten 1 und 2 I3sst sich nicht in der Form y = y(x), aber
auch nicht in der Form x = x(y) schreiben. Man kann ihn aber sehr wohl in der parametrischen Form (6.27)
darstellen.

5 Falls Sie sich fiir mathematische Feinheiten interessieren, sollte ich hinzufiigen, dass ich
im Folgenden annehmen werde, dass alle betrachteten Funktionen stetig sind und eine ste-
tige zweite Ableitung haben. Diese Annahme kdnnte aber beispielsweise dadurch ein wenig
abgeschwicht werden, dass einige Unstetigkeitsstellen in den Ableitungen zuldssig sind.
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wobei der Strich wie tiblich die Ableitung nach dem Argument der Funktion bezeich-
net, also x’(u) = dx/du und y’(u) = dy/du. Die Gesamtldnge des Wegs ist demnach

Uy

L= / Vx'(w)? + y/(w)? du; (6.29)

Uy

es ist nun unsere Aufgabe, die beiden Funktionen x(u) und y(u) zu finden, fiir die
das Integral minimal wird.

Diese Aufgabe ist komplizierter als alle bisher behandelten Probleme, weil es nun
zwei unbekannte Funktionen x(u) und y(u) gibt. Ein solches Problem lésst sich all-
gemein so formulieren: Gegeben ist ein Integral der Form

5= / Fix(). y(w). x'(). ¥ (w), u] du (6.30)

zwischen zwei festen Punkten [x(u,), y(u,)] und [x(u,), y(u,)]. Zu bestimmen ist der
Weg [x(u),y(u)], fiir den das Integral S stationir wird. Die Losung dieses Problems
dhnelt stark der Losung des Falls mit einer Variablen, sodass ich sie hier nur skizziere
und es Thnen tberlasse, die Liicken zu ergdnzen. Es lduft darauf hinaus, dass wir
bei zwei abhdngigen Variablen auch zwei Euler-Lagrange-Gleichungen erhalten. Der
Beweis ldauft genauso wie zuvor: Der richtige Weg soll gegeben sein durch

x=x(u) und y=y(u). (6.31)
Dann betrachten wir einen benachbarten ,,falschen* Weg der Form
x =x(u) +aé(m) und y=y(u) + Bn(u) (6.32)

(das & ist der griechische Buchstabe ,,xi“). Die Forderung, das Integral S fiir den rich-
tigen Weg (6.31) solle stationér sein, ist 4quivalent zu der Forderung, dass das Integral
S(a, B), genommen iiber den falschen Weg (6.32), den Gleichungen

aS aS
P 0 und @ =0 (6.33)

mit « = B = 0 geniigt. Diese beiden Bedingungen sind die natiirlichen Verallgemei-
nerungen der Bedingung (6.10) fiir den Fall mit einer Variablen. In einem Gedan-
kengang, der vollig analog ist zu der Argumentation, die uns von (6.10) nach (6.13)
gefiihrt hat, konnen Sie zeigen, dass diese beiden Bedingungen zu den folgenden
zwei Euler-Lagrange-Gleichungen dquivalent sind (vgl. dazu Aufgabe 26):

of d of af d of

9_ a9 d L _29 6.34

ox  dudx dy  duay’ ( )
Diese beiden Gleichungen bestimmen einen Weg, fiir den das Integral (6.30) stationdr
ist, und umgekehrt: Wenn das Integral fiir einen bestimmten Weg stationdr ist, muss
dieser Weg den beiden Gleichungen gentigen.



6.4 Mehr als zwei Variable

CEHJEN®Y Nun konnen wir das Problem des kiirzesten Weges zwischen zwei
Punkten vollstdndig (d. h. unter Einbeziehung aller méglichen Wege, einschlieBlich
eines Weges wie in Abbildung 6.6), l6sen. Aus (6.29) kennen wir den Integranden f

fiir dieses Problem:
fx.x,y, v, u) = yx'2+y'2. (6.35)

Da dieser Ausdruck sowohl von x als auch von y unabhingig ist, sind die beiden
Ableitungen df/0x und df/dy auf den jeweils linken Seiten von (6.34) null. Also folgt
aus den beiden Euler-Lagrange-Gleichungen, dass die beiden Ableitungen 9f/dx’ und
df /9y’ konstant sind:

/ /
Fo X ¢ wa Lo Y

AN R TN

Wir dividieren die zweite Gleichung durch die erste und erkennen, dass y’/x’ gerade
die Ableitung dy/dx ist. Dann kénnen wir folgern:

y'  dy/du

=C,. (6.36)

dy G
= == =—=1m. 6.37
x’ dx/du dx C; m ( )

Der gesuchte Weg ist also eine Gerade der Form y = mx + b. Interessanterweise
ist dieser Beweis mithilfe einer parametrischen Gleichung nicht nur besser als der
urspriingliche Beweis (besser in dem Sinne, dass er alle méglichen Wege einbezieht),
er ist auch noch etwas einfacher als der alte. [ |

Die Euler-Lagrange-Gleichung lédsst sich nach dieser einfachen Methode auf eine
beliebige Anzahl von abhéngigen Variablen verallgemeinern, darum miissen wir das
nicht im Detail durchgehen. An dieser Stelle will ich nur skizzieren, auf welche
Weise die Euler-Lagrange-Gleichungen in der Lagrange’schen Formulierung der
Mechanik auftauchen.

Die unabhéngige Variable im Lagrange-Formalismus ist die Zeit ¢. Die abhédngigen
Variablen sind die Koordinaten, die die Lage oder die , Konfiguration“ eines Sys-
tems angeben; sie werden {iiblicherweise mit g4, q,. ..., g, bezeichnet. Die Anzahl n
der Koordinaten hdngt vom jeweiligen System ab. Fiir ein einzelnes Teilchen, das
sich ohne Nebenbedingungen in drei Dimensionen bewegen kann, gilt n = 3, und
die drei Koordinaten q,, g5, g3 konnen die drei kartesischen Koordinaten x, y, z sein,
aber auch beispielsweise die sphéarischen Polarkoordinaten r, 8, ¢. Fiir N frei beweg-
liche Teilchen in drei Dimensionen gilt n = 3N, und die Koordinaten koénnen die
3N kartesischen Koordinaten xy, vy, 21, ..., Xy, VN, Zy sein. Bei einem Doppelpendel
(zwei Fadenpendel, von denen das zweite am Pendelkorper des ersten befestigt ist,
vgl. Abbildung 6.7) gibt es zwei Koordinaten g, q,, die man beispielsweise als die
beiden in der Abbildung gezeigten Winkel 6, und 6, wihlen kann. Weil die Koordi-
naten q, ..., Qq, in so vielerlei Gestalt auftauchen kénnen, nennt man sie oft verall-
gemeinerte Koordinaten. Es ist hdufig hilfreich sich vorzustellen, die n verallgemei-
nerten Koordinaten wiirden einen Punkt in einem n-dimensionalen Konfigurations-
raum angeben, dessen Punkte jeweils einen eindeutigen Zustand (,, Konfiguration®)
des Systems beschreiben.

Das Ziel bei den meisten Problemen, die mithilfe des Lagrange-Formalismus behan-
delt werden, besteht darin herauszufinden, wie sich die Koordinaten mit der Zeit
dndern, also die n Funktionen gq,(?),...,q,(t) zu bestimmen. Man kann sich das so

Noch einmal
der kiirzeste
Weg
zwischen
zwei Punkten
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